Développement : Connexité des valeurs d’adhérences d’'une

suite.
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Reéférence :
1. Oral a l'agrégation de mathématiques
Enoncé :
Théoréme 1 : Soient (X,d) un espace compact et (z,),eny une suite de X telle que

lir}rfl d(Zpi1,x,) = 0. Alors 'ensemble des valeurs d’adhérences de la suite (x,,) est un connexe de X.
n—-+0o0o
Application 2 : Soient f : [0,1] — [0,1] une fonction continue et une suite (z,),eny définie

[
par x,.1 = f(x,) pour tout n > 0 et xy € [0, 1] et qui vérifie de plus lim =z, — 2, = 0. Alors la
n—+00

suite (x,) converge.

On rappelle deux théorémes avant utile dans la démonstration :
Théoréme 3 : Soit K un compact d’'un espace métrique (X, d) et x € X. Alors la distance de = &
K est atteinte.

Théoréme 4 : Soient K un compact et F' un fermé d’un espace métrique (X,d) qui sont dis-
joints. Alors d(K, F) > 0.

Résolution :

Démonstration ( Théoréme ) : On note I' 'ensemble des valeurs d’adhérences de la suite (x,,),
qui est fermé car I' = ﬂpeN {z,|n > p}. Supposons par absurde que I" ne soit pas connexe, alors il
existe A et B deux parties fermées de I' non vide et disjointes telles que I' = AU B. Comme A et B
sont fermées dans un compact, alors A et B sont des parties compactes de I'. Comme A et B sont
deux parties disjointes on en déduit d’aprés le Théoréme 4 que d(A, B) > 0. On note a := d(A, B).
On définit les parties A’ et B’ de X par

A= {x € X,d(z,A) < a/3} = | | B(a,a/3).

acA

B':={z € X,d(x,B) < a/3} = | ] B(b,a/3).
beB

On pose K := X \ (A'"UB’). Or A" et B’ sont ouverts comme réunion d’ouverts. On en déduit que
K est fermé comme complémentaire d’un ouvert. En tant que fermé du compact X, K est donc
compact.

Pour obtenir une contradiction on va construire une sous-suite de (z,) dans K qui admettra alors
une valeur d’adhérence dans K. Comme I' et K sont disjoints par construction de K, on aura ainsi
obtenu une valeur d’adhérence qui n’est pas dans I, ce qui aboutira a une contradiction.



Comme d(zp, 11, T,) < 0lorsque n < 400, il existe un entier N tel que pour tout n > N, d(z,41,%,) <
a/3. Comme les parties A et B sont non vides, il existe a € A et b € B. Or par définition de valeur
d’adhérence, il existe ng > N tel que d(a, z,,) < a/3. Ainsi z,, € A’. De méme il existe ny > ny tel
que d(b, x,,) < /3. Donc z,, € B'.
Supposons par l'absurde que z,, € A’. Alors par construction de A’, il existe a’ € A tel que
d(d',z,,) < a/3 et alors d(a’,b) < d(d',x,,) + d(x,,,b) < 2a/3 ce qui est exclu par définition de
a =d(A, B). On en déduit que z,, & A'.
L’ensemble {n € N,n > ngy et x, ¢ A’} est non vide, car contient ns, et admet donc un plus petit
élément noté ny. Ainsi, ny vérifie ny > ng,x,, € A et x,, 1 € A'.
Supposons par 'absurde que z,,, € B’. Comme pour A’, il existe alors b’ € B tel que d(x,,,b") < a/3.
Comme z,,1 € A, il existe a’ € A tel que d(z,,-1,a’) < «/3. Donc par inégalité triangulaire on
obtiendrait :

d(a',b") < d(a',zp,—1) + d(@n,—1, Tp,) + d(2,,0) <

On a d(xp,—1,%n,) < /3 car ny > ng > N.
Comme c’est impossible par minimalité de «, on en déduit que z,, ¢ B’. Ainsi, z,, € K. En
répétant ce procédé a partir de ny, on peut créer un indice n} > n; tel que Ty, € K et ainsi une
sous-suite de (z,) incluse K. Comme K est compact, la suite (x,) admet une valeur d’adhérence
dans K ce qui contredit la définition de K.
On en conclut que I' est connexe. 0]

Application : On note I' 'ensemble des valeurs d’adhérences de la suite (x,).
Comme [0, 1] est une partie compact de R, alors d’aprés le théoréme précédent, I' est un connexe de
R et est donc un intervalle de R. De plus, il est fermé.

L’ensemble I' est inclus dans l'ensemble des points fixes de f que l'on note Fiz(f) = {a €
[0,1], f(a) = a}. En effet a € T, alors il existe une extraction ¢ telle que hI}_l Tpm) = a. Or,
n—-+0oo

lirf F(@pm)) — Tpm) = 0 et lirf f(@pm)) = f(a) car f est continue. On en déduit que a = f(a) et
n—-+0o0 n—-+00

que a € Fiz(f).

Supposons par 1'absurde que la suite (z,) ne converge pas. Comme elle est bornée, car dans [0, 1]n
alors elle posséde au moins une valeur d’adhérence d’aprés le théoréme de Bolzano-Weierstrass. Si
elle ne possédait qu’'une seule valeur d’adhérence alors elle convergerait. Comme ce n’est pas le cas,
I’ensemble I' contient au moins deux points. Par connexité de I, il existe ¢ € I et h > 0 tels que
[c —h,c+h] CT. Comme ¢ € T, il existe N > 0 tel que |zx —¢| < h/2 et ainsi zy € I'. On en
conclut que z,1 = f(z,) = x, pour tout n > N et donc la suite (z,) est stationnaire & un certain
rang ce qui est absurde.

On en déduit que la suite (x,,) est convergente.

L’hypothése lim x,,1 — x, = 0 est importante car sinon le théoréme est faux,
n——+00

comme le montre le cas ou f(z) =1—z et g = 0.



